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Métodos Monte Carlo
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En una simulacién Monte Carlo se generan configuraciones de un sistema haciendo
cambios aleatorios en las posiciones de sus particulas. Al hablar de una simulacion
Monte Carlo casi siempre nos referimos al empleo de métodos en los que se utiliza
el muestreo de importancia. En el muestreo de importancia se generan configu-
raciones aleatorias de baja energia y, a partir de estas configuraciones se calcula la
energia y otras propiedades termodinamicas del sistema.

0.1 Algoritmo Monte Carlo

Consideremos de nuevo nuestro sistema de particulas de un fluido de Lennard-Jones
cuya funciéon de energia potencial en unidades reducidas esta dada por:

VrY)y =Y a0 =0 (1)

i<j
La simulacion sera llevada a cabo con una temperatura reducida (T) y nuestra sim-
ulaciéon avanzara con iteraciones del siguiente algoritmo de Monte Carlo:
1. Tomamos una particula de forma aleatoria

2. Perturbamos cada una de sus coordenadas z, vy, z de forma separada por tres
valores aleatorios en el intervalo de [—07 4z, 0Tmar]. En este caso 07,4, es el
valor de maximo desplazamiento

3. Calculamos el cambio en la energia potencial debido al movimiento de nuestra
particula, AU = U, — U,

4. Usamos el Criterio de Metroépolis para decidir si aceptamos el movimiento
o si revertimos las posiciones a la configuracion inicial (antes del paso 2):

e Si AU < 0, se acepta el cambio
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e Si AU > 0, calculamos P, = e~ 2U/T tirando un namero aleatorio r en el
intervalo entre [0.0,1.0) y aceptamos el movimiento si y solo si P, > r.

5. Si se acepta el movimiento, guardamos la nueva configuracion y calculamos los
promedios de nuestras propiedades de interés (i.e. energia potencial, temper-
atura, presion, etc). Si el movimiento se rechaza, descartamos la nueva config-
uracion, volvemos a guardar la configuracion anterior para calcular promedios
de las propiedades del sistema.

Al final, al correr varios pasos Monte Carlo, nuestra simulacion va a producir config-
uraciones que obedecen la distribucién canénica a temperatura T. Es decir, las
configuraciones van a aparecer con probabilidad:

_uet)

PrV)oce 7 (2)

Cualquier propiedad que tengamos interés de calcular, como la energia potencial
promedio o la presion sera calculada como un promedio en el tiempo sobre la se-
cuencia de configuraciones generadas con los pasos Monte Carlo.

La perturbacion que realizamos para cada paso sobre las coordenadas de los atomos
sera el desplazamiento de una particula.

Es importante notar que 07,,,, es un parametro que podemos modificar y controlar.
Este parametro lo podemos ajustar para hacer mas eficientes nuestros movimientos
ya que si este pardmetro es muy grande, las particula serd desplazada lejos de su
posicion original y es probable que se sobreponga con las posiciones de las otras
particulas del sistema, esto resultara en el rechazo del movimiento. Por otro lado,
S 0Tpmqe €8 muy pequeno, la evolucion del sistema con pasos Monte Carlo serd muy
lenta. Generalmente se busca ajustar r,,,, de forma que el grado de aceptaciéon
se encuentre entre el 30 y el 50%.

En el paso cuatro (4), calculamos la probabilidad de aceptacion tirando un ntimero
aleatorio para determinar si aceptamos o no el movimiento. Ademas de la propuesta
aleatoria del movimiento de una particula, este cuarto paso es el que define la parte
estocastica de nuestra simulacion.
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Al emplear el método Monte Carlo —con el muestreo de importancia— en nue-
stro sistema de particulas de gas de Lennard Jones, podemos muestrear en un espacio
de dos o tres dimensiones, un conjunto de microestados de nuestro sistema. Estos
microestados seran descritos por completo por el conjunt o de las posiciones de nues-
tras particulas sin necesidad de tomar en cuenta sus momentos (o velocidades), a
diferencia de lo que realizamos en una dindmica molecular.

., Como puede ser que generando configuraciones aleatorias po-
damos obtener propiedades termodindmicas de un sistema?

Factor de Boltzmann

De las materias de quimica cuantica y fisicoquimica tenemos una idea general de dos
cosas: (1) lo mas probable es que los sistemas se encuentren en estados de baja en-
ergia y (2) que al aumentar la temperatura, aumenta la probabilidad de que nuestro
sistema se encuentre en estados excitados o de més alta energia.

La probabilidad (p) de que un sistema se encuentre en un estado en particular esta
gobernado por el factor de Boltzmann:

pj X e Fa/keT (3)

kg es la constante de Boltzmann, muchas veces estamos mas familiarizado con R, la
constante de los gases. La constante kg es la variante molecular de R, kg = R/Ny,

donde N4 es el nimero de Avogadro. kg = R/N4 = 1.38 x 1072*J/K. Muchas
veces 1/kpT se define como f3.

De la ecuacion |3 podemos ver que conforme la energia del estado F; se vuelve mas y
més grande, la probabilidad de que se ocupe ese estado se vuelve més y més pequena.
Y tiene sentido, como dijimos, los estados de baja energia son los mas probables.
Conforme la energia se hace més grande, disminuye la probabilidad de que se ocupe
ese estado de forma exponencial.
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Otro detalle es que kg7 es un niimero muy pequeno, como dijimos k es del érden de
10721 a temperatura ambiente. Eso quiere decir que si los estados energéticos estan
espaciados por mucho més de 10x 2! entonces tnicamente se ocupara el estado de
mas baja energia. Cuando los diferentes estados energéticos estan muy cerca, es
decir, separados solo por 6rdenes de magnitud igual a k — bT' es cuando se vera una
poblacion significativa de esos estados excitados.

Recordamos también que un valor absoluto de Energia es arbitrario, lo que en re-
alidad estudiamos y nos interesa en fisicoquimica son los cambios en energia (AFE).
De forma similar, la probabilidad relativa de dos estados depende tnicamente de la
diferencia de energia:

pi o~ Fi/kpT o

e Ei—E;)/ksT _ ,~AB/kpT
pj e HIET

Para asegurar que la suma de todas las probabilidades es igual a 1, vamos a dividir
el factor de Boltzmann entre una constante de normalizacién que seréd la suma de
todos los factores de Boltzmann, de tal forma:

o—Fi/ksT

Pj = Zj o—Ej/k—BT (5)

Si un sistema puede encontrarse en tres estados diferentes la normalizacion sera el
la suma de los factores de Boltzmann para cada uno de los estados.

En termodindmica estadistica se le dio el nombre de funcién de particion (Q) a
este factor de normalizacion, pareceria medio ridiculo darle tanta importancia, pero
va a resultar que la simple funcién de particion es muy poderosa y nos puede dar
mucha informacion sobre un sistema.
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Ejemplo, supongamos que tenemos un sistema que puede encontrarse en tres estados
posibles, €1, €5 ¥ €3. Y para este sistema podemos pensar en tres escenarios distintos
que tendran energias con valores en érdenes de magnitud completamente distintas,
podemos calcular la probabilidad (p) de que se encuentre ocupado cada una de las
energias para los diferentes casos:

— 3T

>

3 ’

o) I

o 1 — £=2x10%

L i s €, =2X 1040

—— = 20 2
fi=1x10 — £=1x1040
£o=0 — €0=0 — 8()=O

Caso 1 Caso 2 Caso 3

La formula general de la funcion de particion para este sistema tendria la siguiente
forma:

Q — e—eo/kBT _|_ e—el/kBT _|_ e—EQ/kiBT (6)

e Para el Caso 1, los valores de las energias son enormes, comparados con kT
por tanto la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado de mas
baja energia sera casi del 100%. Haciendo las cuentas, podemos sacar los
factores de Boltzmann para cada estado, hacer la sumatoria de cada uno de
ellos para obtener la funciéon de particion:

Q — e—O/kBT+€—1/kBT+ 6—2//€BT — 1 _|_0_|_0 — 1 (7)

para calcular la probabilidad de que se encuentre ocupado cada uno de los
estados, simplemente hay que dividir el factor de Boltzmann calculado para
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cada estado y dividirlo entre el valor de nuestra funcion de particion: p; =
1/1=1,po=0/1=0yp3=0/1=0

e Para el Caso 2, los valores de las energias son intermedias, haciendo las cuentas.
Q = e V/ksT | o= 1X10°2/kpT o =2x10%2/ksT — 1 4 (0,089 + 0.008 = 1.097 (8)

Y las probabilidades para cada estado seran p; = 1/1.097 = 0.911, py, =
0.08/1.097 = 0.081 y p3 = 0.008/1.097 = 0.007.

e para el Caso 3, los valores estan muy cercanos entre ellos, la diferencia entre
ellos mucho menor que el 6rden de kg7’ asi que esperariamos intuitivamente que
los tres tengan 1/3 de probabilidad de estar ocupados, hagamos las cuentas:

(9)
Y entonces las probabilidades para cada estado seran p; = 1/3 = 0.33, py =
1/3=0.33yp3=1/3=0.33

La funcion de particion nos da un conteo de cuantos estados tendran una ocupacion
significativa

Sistema de muchas particulas:

De la mecéanica estadistica deriva la funcién de particion () para un sistema de N
particulas idénticas y masa m:

1 1 H(p"N, Y
Qnvr = mhs_zv//de dr® exp [—%1 (10)

En donde el factor N! desaparece cuando las particulas no son indistinguibles.
H(PY,r") es el Hamiltoniano y corresponde a la energia total del sistema. El
valor del Hamiltoniano depende de las 3N posiciones y de de los 3N momentos de
las particulas del sistema, una posicién y un momento para cada una de las coorde-
nadas de las particulas. El Hamiltoniano puede escribirse como la suma de la energia
cinética y la energia potencial del sistema:

N 2
H(pY, V) = Z l;i + V™) (11)
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El punto crucial para entender esta metodologia estd en reconocer que la doble
integral de la ecuacion (10| se puede separar en dos integrales independientes, una de
las integrales va sobre las posiciones y la otra sobre los momentos:

11 N |Pi‘2 N V(I'N)
Qnvr = mhi”_]\’/dp exp [_QWkBT /dr XD | =T (12)

esta separacion es posible tinicamente si la funcién de energia potencial V(r"V) no es
dependiente de las velocidades, que es la mayoria de los casos.

La integral sobre los momentos se puede resolver analiticamente:

N pil? 3N
_ = (2 T) 2 1
/dp exp[ kaBT] (2rmkgT) (13)

Y por tanto podemos escribir:

Onvr = i(QﬂkaT)% /dI‘N exXp [_V(rN)] (14>

N! h? kpT

Por otro lado, la integral sobre las posiciones tipicamente se denomina integral
configuracional, Zyyr

N V()
ZNVT = /dr exp[ k’BT ] (15)
Para un gas ideal —en donde por definiciéon no hay interaccion estre las particu-
las del sistema— la funcion de energia potencial V(r"™) es igual a cero, por tanto
exp [V (r")/(kpT)] nos da un 1 para cada particula de gas del sistema. La inte-
gral de 1 sobre las coordenadas de cada atomo es igual al volumen, por tanto para
N particulas de gas ideal, la integral configuracional sera VN (V = volumen). De
tal forma, la funcién de particion candnica del gas ideal nos queda como:

VN (2nksTm)\ *
N1 12

Qnvr = (16)
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Al combinar las ecuaciones [13] y [15] encontramos que la funciéon de particion de un
sistema real tendré una término que viene del comportamiento ideal (los momen-
tos) y otro término que viene de las interacciones entre sus particulas. Cualquier
desviacion del comportamiento del tipo gas ideal del sistema serd consecuencia de
las interacciones entre las particulas. De tal forma, podemos escribir la funciéon de
particion como:

ideal
Qvr = QR QS (17)

la parte del exceso estara dada por:

exceso 1 V(rN)
NVT = W dI'N eXp [_kB—T] (18)

La principal consecuencia de escribir la funcién de particion como el producto de
la parte ideal y la parte real es que las propiedades termodinamicas se pueden
escribir en términos de la parta ideal y un valor de exceso. Ademas, la contribucion
de la parte tipo gas ideal puede ser determinada analiticamente integrando sobre
los momentos. Por ejemplo, la energia libre de Helmholtz esté relacionada con la
funcion de particion de la siguiente forma:

A= —kgTlnQnvr (19)

y escribiendo la funciéon de particion como el producto, tenemos que:

A= Aideal+Aexceso (20>

La conclusion méas importante del desarrollo planteado consiste en que la desviacion
del comportamiento ideal se debe a la presencia de las interacciones entre los atomos
del sistema. Ademaés, estas interacciones pueden ser calculadas empleando la funcién
de energia potencial que describe al sistema. Esta funcion de energia potencial
unicamente depende de las posiciones de los 4tomos y no de sus momentos, por
tanto una simulaciéon Monte Carlo —en donde se generen posiciones de las particulas
de forma aleatoria— puede calcular la contribucién del exceso que da lugar a las
desviaciones del comportamiento ideal.
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, Cémo podemos calcular propiedades termodinamicas del sistema generando
un muestreo aleatorio?

En principio, podemos explorar el espacio fase de configuraciones y derivar sus
propiedades termodindmicas. Por ejemplo, la energia potencial promedio puede de-
terminarse con la siguiente integral:

<V(rN)> = /drNV(rN)p(rN) (21)

Esta es una integral multidimensional sobre los 3N grados de libertad de las NV
particulas del sistema, p(r") es la probabilidad de obtener la configuracién rv y

esté definida de la siguiente forma:

Ny _ exp[=V(rY)/kpT]
IO(r ) _ Z

donde el denominador (Z), es la integral configuracional de la ecuacion [15] Como

se menciond, p(r"V) es la probabilidad de tener un estado, por tanto la ecuacion

simplemente tiene la energia de ese estado dividida entre el niimero total de estados

Z pesados por su energia.

(22)

Es imposible evaluar estas integrales de manera analitica para las funciones de energia
potencial que utilizamos en las simulaciones moleculares. Pero podemos obtener val-
ores para estas integrales utilizando métodos numéricos, en particular con el método
Monte Carlo.

Para calcular la funcion de particion de un sistema de N atomos utilizando el método
Monte Carlo se requiere realizar los siguientes pasos:

1. Obtener una configuracion inicial del sistema generando aleatoriamente 3N co-
ordenadas cartesianas, que seran asignadas a las particulas. También podemos
iniciar de un sistema tipo cristal como lo vimos en clase.

2. Calcular la energia potencial de la configuracion, V(r')

3. De la energfa potencial, calcular el factor de Boltzman, exp(—V(r™)kgT).
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4. Agregar el factor de Boltzmann a la suma acumulada de factores de Boltzmann
y la contribucién de la energia potencial a su suma acumulada.

5. Después de un numero Ny, de iteraciones, el valor promedio de la energia
potencial se podra calcular utilizando la siguiente ecuacion:

'%fT»«rN)expp—»«rN)/szq
Yah)) == (23)

N'Lter
2. exp[=V(rY) /kpT]

1=1

que viene de nuestra ecuacion original 21| donde sustituimos el valor de p(r"), de Z
y hacemos la integraciéon numeérica

N [deNV (™) exp[—V (V) /kpT]
<V(I‘ )> _ 7 )
VY [ de™"V () exp[-V (™) /kpT)
(V")) = [drN exp [=V(rN)kpT]
> V() eap[-V(x)/kpT]
Y(E)) = 221Nim
> exp [=V(rN)/kpT]

=1

Desafortunadamente, siguiendo la metodologia descrita en los pasos Monte Carlo no
serd, posible calcular propiedades termodinamicas del sistema; esto debido al gran
numero de configuraciones que vamos a generar y que van a contribuir muy poco
con el valor promedio de la energia potencial, los factores de Boltzmann causan que
los sistemas con energias altas tomen valores muy cercanos a cero, debido a la so-
breposicion de particulas en el sistema. Esto refleja la naturaleza del espacio fase,
la mayoria de las configuraciones no son fisicamente posibles y tendran valores de
energfa altos. Unicamente un pequefio nimero de las configuraciones que generemos
tendran valores de baja energia, donde no habra sobrelape entre las particulas, y
los factores de Boltzmann tendran un valor de peso. Estas regiones de baja energia
coinciden con lo observado fisicamente para los sistemas de so6lidos, liquidos, etc.
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Una forma de darle la vuelta a este problema del muestreo es el siguiente: tnica-
mente vamos a generar configuraciones que si contribuyan con la integral de nuestra
ecuacion 23] A esta estrategia se le llama muestreo de importancia y en esencia
es el método descrito por Metropolis en 1953. Para muchas propiedades termod-
inamicas de un sistema molecular, los estados con alta probabilidad p son aquellos
que si van a contribuir significativamente con la integral 23]

El método de Metropolis ha sido ampliamente aceptado, de tal forma que en la
comunidad de simulacién y modelado molecular es la metodologia que se sobreen-
tiende por "Método Monte Carlo". La parte central de un método de Metropolis
es que sesga la generacion de configuraciones hacia estas que tienen una contribu-
cion mas grande a la integral 23] Especificamente genera estados con probabilidad
exp [=V(r")/kpT] y después cuenta cada uno de ellos de forma equivalente. De lo
contrario, el método Monte Carlo (digamos simple), genera estados con probabilidad

equivalente (de alta y baja energia) y después les asigna un peso de acuerdo con el
factor de Boltzmann exp (—V(r)/kpT).

El algoritmo de Metropolis genera una cadena de estados de Markov. Una cadena
de Markov satisface las siguientes condiciones:

1. La salida de cada intento depende tinicamente del intento anterior y no de los
intentos anteriores

2. Cada intento pertenece a una posibilidad finita de posibles resultados

Eistas condiciones dan una clara distincion entre la dindmica molecular y los métodos
Monte Carlo. En una dinamica molecular todos los estados estan conectados en el
tiempo.

0.1.1 Implementaciéon del método Metropolis Monte Carlo

El método Monte Carlo para simular un fluido como el de Lennard Jones que vimos
en clase es sencillo de construir:

1. Para cada iteracion de la simulaciéon se genera una nueva configuracion ha-
ciendo un cambio aleatorio en las coordenadas cartesianas de una particula
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tomada aleatoriamente usando un generador de ntimeros aleatorios.

2. Si el generador de ntimeros aleatorios produce nimeros () en un rango entre
0 a 1, se mueve positiva y negativamente de la siguiente forma:

Ty = Ty + (26 — 1)07 ez
Yn = Yo + (25 - 1)5Tmax (25>
Zn = 2y + (26 — 1) mas

Unicamente se genera un nimero aleatorio para mover las 3 direcciones x, vy, 2.
0T maz €S el valor méximo de desplazamiento en cualquier direccion.

3. La energia de la nueva configuracion es calculada, se podria calcular tnica-
mente el cambio en la energia.

4. Si la nueva configuracion tiene menor en energia que la energia anterior, la
nueva configuracion se guarda como un punto inicial para la nueva iteracion

5. sila nueva configuracion tiene una energia mayor que la configuracion anterior,
se compara el factor de Boltzmann exp(—=V(r")/kpT) con un ntimero entre 0
y 1. Ahora bien,

(a) Si el factor de Boltzmann es mayor que el nimero aleatorio entonces se
acepta la nueva configuracion

(b) Si el factor de Boltzman no es mayor que el nimero aleatorio entonces
se rechaza el cambio, la configuracion inicial se retiene para el siguiente
intento de movimiento.

rand(0,1) < exp (%gfﬂ)) (26)

El tamano del movimiento en cada iteracion es gobernado por el desplazamiento
mAaximo (07,4 ). Este es un parametro ajustable cuyo valor es escogido de forma
que en general se acepten el 50% de los cambios. Si el desplazamiento maximo es muy
pequeno se aceptaran muchos cambios pero las configuraciones muestreadas serén
muy parecidas a las anteriores, el espacio fase serd explorado muy lentamente. Un
valor muy grande de 07,4, dara lugar a que muchos pasos seran rechazados, debido a
que se generan estados desfavorables. El desplazamiento maximo puede ser ajustado
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automaticamente mientras el programa corre, evaluando el radio de aceptacion (o la
proporcion de cambios aceptados).

[gual que en una dindamica molecular, en una simulacion Monte Carlo tendremos
una fase de qulibrio seguida de una fase de producciéon. Durante el equilibrio, se
monitorean diferentes propiedades del sistema hasta que se obtengan valores estables,
a partir de ese tiempo de equilibro se puede considerar la fase de produccion.

Proyecto 1

Realiza una simulaciéon Monte Carlo empleando el algoritmo de metropolis para 25
particulas de fluido de Lennard Jones dentro de una caja de 10x10 (o). Calcula su
C, y compéaralo con el C, calculado con una dindmica molecular.

Recuerda que:
(B - (B)
- kpT?

Cy (27)
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